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Pfadanalyse
Ein statistisches Verfahren
zur Untersuchung linearer Kausalmodelle

H. DIETER SEIBEL G.T. NYGREEN

Department of Sociology, Princeton University

Die Pfadanalyse ist ein statistisches Verfahren zur Uberprifung linearer Kausalmodelle.
Die Stéarke der kausden Beziehung zwischen je zwel Variablen wird durch
Pfadkoeffizienten ausgedriickt. Pfadkoeffizienten lassen sich aus Korrelationskoeffizienten
ableiten oder as partielle Regressonskoeffizienten aus standardisierten Eingabedaten
berechnen. Die erste, hier ausfihrlich vorgefihrte Methode lasst sich von Hand
durchfiihren. Die Stérke des Einflusses sdmtlicher nicht spezifizierten Variablen wird durch
Residua pfadkoeffizienten wiedergegeben; ihr Quadrat ergibt den Prozentsatz der nicht
erklarten Varianz.

Path analysis is an approach for evaluating causal models which can be specified as
recursive systems of linear equations. The strength of the association between any causally
related pair of variables is expressed by a path coefficient which datistically is identica to
a standardized partia regression coefficient. The system of path coefficients can be com-
puted by hand from the smple correlation matrix (zero-order correlation coefficients). The
strength of the influence of al nonspecified variables is given by aresidual path coefficient.
The sguare of this residua represents the proportion of variance unexplained in the causa
model.

EINFUHRUNG

Die Pfadandyse (path analysis) ig ein datidisches Verfahren zur Erforschung komplexer
Zusammenhange. Sie wird primér zur Uberprifung linerer Kausdmodelle angewandt. Sie
wurde 1934 von SEWALL WRIGHT in seinem Aufsatz «The Method of Path Coefficients»
in die Satigtik engefiihrt. Wegen des enormen Aufwandes an Rechenarbelt, der zur Kdkula-
tion der Pfadkoeffizienten erforderlich ist, blieb die Methode jahrzehntedang unangewandt.
Ers mit der Verbretung eektronischer Grol¥rechenanlagen tauchte se wieder aus der
Vergessenhat auf. In die Soziologie eingeflhrt wurde se in den letzten Jehren durch die
Arbeiten von

BLALOCK (1964), BLAU & DUNCAN (1967), BOYLE (1970), BOUDON (1965),
DUNCAN (1966), GOLDBERGER (1970), HEISE (1969) und LAND (1969). Seitdem hat
sch ihre Anwendung Stetig

vebratert. In jingder Zeit wurde Se an enigen amerikanischen Universtéen in Computer-
Paketprogramme wie SPSS und DATA-TEXT aufgenommen. Da die Methode in der
europdischen Soziologie noch wenig bekannt i und auch in der amerikanischen Literatur
nirgends umfassend dargestdlt is, wird im folgenden ene sysematische EinfUhrung in die
Berechnung von Pfadkoeffizienten gegeben. Diese Einfihrung soll den Leser in die Lage
versetzen, Pfadkoeffiziienten selbst zu  berechnen, wenn die Matrix der
Korrelationskoeffizienten gegeben ist.



Be der Pfadandyse wird ein mehr oder weniger komplexes Netz von Beziehungen
zwischen unabhangigen und abhdngigen Vaiddlen analysert, wobe die Beziehungen in der
graphischen Dargelung durch Pfelle angegeben snd. Jeder Pfell et fir einen sogenannten
Pfad (path), dem ein Pfadkoeffizient zugeordnet ist. Pfade in der Grundgesamtheit werden
mit Beta
bezeichnet, Pfade in der Stichprobe mit b oder p. Der Betawert gibt die Stérke des
Zusammenhangs zwischen den jeweligen Vaiablen unter Berlickschtigung des Einflusses
dler Ubrigen in die Berechnung engefihrten Vaidblen an. Der Pfadkoeffizient oder
Betavert i en standardisierter partieller Regressionskoeffizent. Da Pfadkoeffizienten
dandardisert snd, snd de direkt miteinander vergleichbar. — Zu jeder abhdngigen Variablen
fuhrt auerdem der Resduapfad pres: der Pfadkoefflzient aler nicht erklaten Varigblen.
Beziehungen zwischen unabhéngigen Vaiablen werden durch den Korreationskoeffizienten
r dargestellt (in den Abbildungen 1, 2 und 3 as Kurve mit zwel Pfeil spitzen wiedergegeben).

Voraussetzung fur die Anwendbarkeit der Pfadandyse ist kardinale, mindestens aber
ordinale Messbarkeit der Daten, aufier bei dichotomen Variablen'

Anleitung zur Berechnung von Pfadkoeffizienten

VERFAHREN 1:
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Abbildung 1: Pfaddiagramm mit samtlichen Pfaden

! Berechnet man die Pfadkoeffizienten aus den Rohdaten unter Verwendung der Regressionsanalyse, so lassen
sich auch nicht-dichotome, nominal gemessene Daten verwenden. Dabel wird jede Komponente der nominal
messbaren Variablen in eine sogenannte Scheinvariable (dummy variable) umgewandelt, die aus den zwei
Komponenten ,Merkma trifft zu“ und ,Merkmal trifft nicht zu“ besteht. Im weiteren werden die
Scheinvariablen wie alle anderen Variablen behandelt. - Zur Frage der VVerwendbarkeit ordinaler Daten siehe
LABOVITZ (1970)



Gehen wir von enem Kausdmoddl aus, wie es in Abbildung 1 dargestdlt ig. x; und % snd
zZwe unabhdngige Varidblen. x5 it e@ne abhangige Variable, und x3 und x4 snd abhéngig in
bezug auf X1 und X2 und unabhéngig in bezug auf x5. Das Model ist vollkommen rekursv,
dh. die Pfade <samtlicher logisch konsgenten uni-linearen Kausabeziehungen snd
angegeben. Die Gesamtheit der Gleichungen eines Kausa-moddls wird ds Strukturmodell

bezeichnet. Drei der Beziehungen innerhdb des Moddls (Abb. 1) konnen in Form von
multiplen Regress onsgle chungen ausgedriickt werden:

X3 = DgXo + biX; + 6 1)
Xg = DyaXz + DX + DyyXs + € 2
X5 = DssXg + DsgXz + DspXp + DsyX; + € 3)

Da Pfadkoeffizienten dandardiserte patidle Regressonskoeffizienten snd, snd die
Regres-sonskoeffizienten far die  drukturdlen Glechungen 1-3 gleichzetig
Pfadkoeffizienten, wenn die Variablen in Standardform gemessen werden. Pfadkoeffizienten
werden haufig aus Rohdaten berechnet, wobel Regressonsprogramme benutzt werden, die
patidle Koeffizienten aus dandardiserten Eingabedaten berechnen. Die Berechnung ist
ohne Computer kaum durchfUhrbar.

VERFAHREN 2:

Die drukturdlen Glechungen lassen dch dgebraisch so umformen, dass jeder
Pfadkoeffizient as Ausdruck von Korreationskoeffizienten und anderen Pfadkoeffizienten
wiedergegeben wird. DUNCAN (1966, S. 5) bezeichnet die dlgemeine Form solcher
Augdriicke ds Grundtheorem der Pfadanalyse. Wenn die Korreationskoeffizienten bekannt
gnd, lassen sch mit Hilfe des Grundtheorems die Pfadkoeffizienten berechnen. Bel dieser
Methode wird das Regressonsvefaren adso umgangen. Dieses Vefdwen wird hier
vorgefihrt, well es die Von-Hand- Berechnung erméglicht.

Das Grundtheorem der Pfadanalyse lautet:
lj = ? Piglq 4)
q

wobel der Index q durch dle Varigblen lauft, von denen Pfade direkt zu x1 fuhren. Dieses

Grundtheorem g€t in dlgemener Form die

Gesamtheit der nichthomogenen Gleichungen dar, von denen jede fir die Berechnung eines
Pfadkoeffizienten gelést werden kann. Die Korrdation zwischen je ene  abhdngigen
Variablen (z. B. x5) und den zugehtrigen unabhdngigen Varidblen (X1, », X3, X4) lésst Sch
nun in Form des Grundtheorems (4) ads Funktion der Pfadkoeffizienten und welterer
Korrel ationskoeffizienten darstelen:

I'sy = Psali + Psal2n + Psalzr + Psalan )
I's; = Psif12 + Psal22 + Psalzz + Psalsz (6)
I's3 = Psil13 + Psaloz + Psalzs + Poalas (7)
I's4 = Psif14 + Psol24 + Psalas + Posalas (8)



In Matrixform ergeben diese Gleichunger

€y Ty Ty U €psU &5, U
u e. u u

521 o Tz Ty U ép52 U gsz U
Oy Ty T TU €pgU &g U
& u e u ¢ u
du T2 Tz T &Psal ds40
A X b

Somit it das Problem der Besimmung von Pfadkoeffizienten fir die vier Pfade nach xg in

diesem Moddl formdiset. Die Losung fir den Vektor x ergbt sch aus unbekannten
Pfadkoeffizienten: Da die Marix A as empirischen Daen  abgdeitete
Korrdationskoeffizienten enthdt und die Werte des Vektors b aus den glechen Daten
berechnet werden, bleiben die Pfadkoeffizienten die eénzigen Unbekannten.

Wenn A die Matrix der bekannten Korrdationskoeffizienten igt, X en Vektor von bestimmten
Pfadkoeffizienten, die sch aus dem Grundtheorem ergeben, und b en weterer Vektor, der
gch aus bekannten Korrdationskoeffizienten ableiten |&sst, dann l&sst sch die Gesamtheit
dler smultanen Gleichungen in der dlgemeinen Matrixform

Ax=Db 9
dargtdlen. Durch Umformung ergibt sich
x =A-lp (10)

Der Vektor x ist dso gleich dem Produkt aus dem Vektor b und dem Kehrwert der Matrix A.
In dnlicher Weise lassen dch die Pfadkoeffizienten ableiten, die zu jeder der dre
abhéngigen Variablen fihren (Abb. 1).
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Abbildung 2: Pfaddiagramm mit zwei direkten Pfaden zu xg



Im dlgemeinen enthdten die Kausdmoddle, mit denen man im konkreten Fal arbeitet,
nur enen Tel der moglichen Pfade (Abb. 2), so dass das obige Berechnungsschema nicht
anwendbar ist. In Abbildung 2 sind zwei der Pfade zu x nicht angegeber?. Damit werden die

Pfadkoeffizienten fir die diminierten Pfade in den Gleichungen 5-8 Null, so dass jeder Ps;-
und Ps,. Ausdruck entfdlt:

r.51 = p53r13 + p54r14 (11)
r-52 = p53r23 + p54r24 (12)
r53 = p53r33 + p54r34 (13)
I’-54 = p53r34 + p54r44 (14)

Danur zwei Unbekannte zu bestimmen sind, werden nur zwe Gleichungen benétigt. Warden

dle vir Gleichungen verwandt, so ergdben sch sechs Zweer-Kombinationen und  somit
sechs Werte fir jeden Koeffizienten. Da die Pfade pss und psz bestimmt werden sollen,
werden nur die Gleichungen (13) und (14) verwandt. Die Lésung ergibt sch aus (10) und (4)
wie oben dargestelIt.

ZAHLENBEISPIEL

Im folgenden wird nun ein Zahlerbeispid fir die Berechnung der Pfadkoeffizienten pss und
pss vorgefuhrt, das von hypothetischen Korrdationen zwischen den in Abbildung 2
angegebenen Vaiablen ausgeht. Die hypothetische Korreationsmatrix fur die funf Variablen
soll lauten:

100 012 041 042 029
012 100 035 015 031
041 035 100 05 0,52
042 015 056 100 049
029 031 052 049 1,00

Fuir die Berechnung der beiden Koeffizienten der Pfade zu x5 sind nun die Gleichungen
nach (13) und (14) zu erstellen. In der Formder Gleichung (9) ausgedrUckt ergibt sich:

6,00 0,560 €ps,U é0,520
€056 1,004 &ps,0 &0,494
A X b

Der Kehrwert von Aist

4 61457 - 08160
& 0816 1,457 {

2 7wei aternative Griinde lassen sich anfiihren: Entweder sind diese Pfade nach dem theoretischen Grundmodell
nicht sinnvoll; oder sie sind sinnvoll, haben sich bei der Berechnung aber als nichtsignifikant erwiesen.



Durch Einsgtzenin (10) ergibt sch

. 40,3580
Alp = £
&0,2904

Damit and die Pfadkoeffizienten

Ps3 = 0,358 und
Ps, = 0,290

Zur Berechnung der Koeffizienten der Pfade zu x4 (Abb. 2) gehen wir von unserem
Grundtheorem aus.

I41 = Parl11F Pazl21 + Paslar (15)
F42 = Parli2 + Paol2 + Paola2 (16)
I'43 = Paal13 + Paol23 T Paslzs (17)

oder in Matrixform:

él‘ 1 Ta T3 l:J §p41 l‘;| eau

u e. u u
%12 rn TInyg gl = 242 ]
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A X b

Durch Einsatzen der Zahlenwerte fir die Korrel ationskoeffizienten ergeben sch die drel
Matrices

.00 012 0410ép,u.42)

ue ue u
g);Lz 10O 0,35 gp.a y 015
@41 035 1,008 &p,.H &,564

A X b
Der Kehrwet von A ist

61203 0032 - 0504
Al= £0032 1140 - 0412
g 0504 - 0412 1351 §



Die Multiplikation mit dem Vektor b ergibt

60,228 |
A € a
A™b = & 0,046
80483 {
Damit sind die Pfadkoeffizienten
P4 = 0,228
P42 = '0,046
Pss = 0,483
DIE RESIDUEN

Ba empirischem Vorgehen wird es in kenea Wissenschaft je vorkommen, dass ene
abhéngige Vaidble vollig durch die spezifizieten unabhdngigen Vaidblen bestimmt ist. Es
bleibt en Resduum von Vaiaden (im Extremfdle dem Messfehler gleich), die die Vaianz
der abhédngigen Vaidblen besimmen. Diesss Resduum ig in dem Moddl multipler
Regressonsgleichungen  eingeschlossen, ebenso wie in dem Moddl der Pfadkoeffizienten.
Die Pradkoeffizienten snd ads b-Werte, die Resduen ds e-Werte («error») wiedergegeben.
Das grukturdle Moddl in Abbildung 1 kann nun in der Form

X3= PX, + Py X+ psaRa (18)
Xy = PagXy t PX, + PyX, + p4leO (19
Xg = PsyXy ¥ PegXs + PgpX, + Py X + p5cRC (20)

dargestellt werden. Das Resduum erklat die Vaianz der abhdngigen Vaiablen, die nicht
durch die spezifizieten unabhéangigen Variadblen erklat wird. Daher handdt es sch be den
Gleichungen 1820 um en geschlossenes Strukturmodell: dle Faktoren, die die Varianz
eklaen, snd dain enthdten. Im folgenden wird nun gezeigt, dass der Resdudpfad (18)
tatsichlich die Gesamtheit dler nicht spezifizierten Pfade zu x3 darstelt.

Die Korreation einer abhangigen Variablen (i) mit Sch sdbst (i) kann in der Form

i = 1,0= ?pigliq (21)
q

dargestel It werden. Da der Residua pfad aul3erdem der Differenz zwischen der Gesamthelt
samtlicher Einflisse (1,0) und den Beitragen dler spezifizierten Pfade (g) gleich i, gilt
2

q

3 Wenn die Berechnung mit einem Computer durchgefiihrt wird, ergeben sich leichte Abweichungen, dadie
Rundungsfehler geringer sind.



wobei der Index g durch dle Variablen lauft, von denen Pfade zu x4 fuhren.
Aus dem ersten Zahlenbeispid setzen wir nun
die Korrelationskoeffizienten zwischen xs und den beiden unabhangigen Varigblen
r, = 0,52
r, = 0,49
und die beiden Pfadkoeffizienten
Pss =0,358
Ps; =0,290
in den Ausdruck (22) ein, wobel der Index i dem Index 5 und der Index q den Indices 3 und 4
entspricht:

D 52C = 1—(0,358) (0,52) — (0,290) (0,49)

= 0,672 (= Anteil der nicht erklarten Varianz)
Der Residudpfad ist gleich der Quadratwurzd:
Psc = 0,82"

Als en Begid aus der sozidwissenschaftlichen Forschung wird in Abbildung 3 das von
BLAU & DUNCAN (1967) ergdlte Pfaddiagranm dargestellt, das die Berufspodtion der
20- bis 64 jahrigen Amerikaner im Marz 1962 aus den Faktoren Ausbildung des Vaters,
Beruf des Vaters, Ausbhildung des Respondenten und Erste Berufsposition des Respondenten
eklat. Die Koeffizienten wurden aus den Daten einer reprasentativen Stichprobe von 20700

Respondenten berechnet.
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Abbildung 3: Blau und Duncans Pfaddiagramm

“ Esist zu betonen, dass die Berechnung der Pfadkoefflzienten aus der Korrelationsmatrix nur eine Berech-

nungsmethode aus mehreren darstellt.

> Der Pfad zwischen Ausbildung des Vaters und Berufsposition des Respondenten ist nicht signifikant und daher
nicht eingezeichnet.



Man beachte die Ubersichtlichket der Dargtellung im Vergleich zu der sonst Ublichen
verwirrenden Vidzahl von zwe- und mehrdimensonaen Tabd len.

DER ANTEIL DER ERKLARTEN VARIANZ

Die folgende Dargdlung geht nun nicht mehr von der Matrix der Korrdationskoeffizienten
aus, sondern von der Regressonsandyse. Die Berechnung von Hand lésst sch hier kaum
noch durchftihren. Esist ratsam, einen Computer fir die Berechnung heranzuziehen.

Dea Pfadkoeffizient gibt die Steigung der Regressonsggeraden in standardiserter Form
wieder. Ist die Strewung der Werte um die Regressonsgerade gering, so ist die durch den
Pfadkoeffizienten ausgedriickte Erkl&rungskraft der unabhdngigen Variadblen d&rker, ds
wenn die Werte weit gestreut sind. Der Pfadkoeffizient sdbst sagt nichts Uber die Streuung
der Werte um die Regressonggerade aus. Es bedaf daher einer zweiten Messzahl, die Sch
be der Berechnung der Pradkoeffizienten aus der Regressonsanalyse as Nebenprodukt
ergibt: des Prozentsatzes der erklarten Varianz (percent variance explained).

: o 2
Der Prozentsatz der insgesamt erklarten Varianz it 100 (1 - p ) Setzt man den Wert des
res

Resdudpfades in Abbildung 3 in diese Forme en, so ergibt sch, dass Blau & Duncan 100
(1 - 0,753%) =100 (1 - 0,567) = 43,3 Prozent der Varianz in der Berufsposition der Befragten
durch die spezifizierten Vaiablen erkldren. Nur bel dem Resduapfad besteht ein direkter
Zusammenhang zwischen dem Pfadkoeffizienten und der (insgesamt!) erklérten Varianz.

Die unabhangigen Vaiablen, die zur Erklérung der abhéngigen Variablen herangezogen
werden, konnen in verschiedener Relhenfolge in die Berechnung engefiihrt werden. Diese
Rehenfolge ig fir die Pfadkoeffiziienten ohne Bedeutung. Dagegen pidt de ene
entscheidende Rolle bel der Berechnung der einzenen Prozentsdize der Vaianz in der
abhéngigen Vaidden, die die enzenen unabhdngigen Vaidblen ekldren. Hingchtlich der
Kriterien, nach denen die Relhenfolge der unabhéngigen Vaiablen bestimmt wird, gibt es
zwe Methoden: eine schritt-
weise (stepwise) und ene multiple (multiple) Methode. Bei der schrittweisen Methode richtet
gch die Rehenfolge nach der Sgnifikanz des Beitrages, den ene unabhdngige Vaidble zur
Erklé&rung ener abhéngigen Vaiablen leiget. Die Vaiable wird as ersde eingefuhrt, die den
dgnifikantesten Betrag ledet, und die Ubrigen Vaiablen folgen in der Rehenfolge
abnehmender Sgnifikanz. Erweis dch der Betrag ener Vaiaden ds inggnifikant (nach
dem zugrunde-gelegten Signifikenzniveau), 0 wird der belreffende Pfad diminiert; das
geche gt fir die nachfolgenden Vaidblen, deren Sgnifikenz noch geringer id. Be
exaktem Vorgehen dnd mes zwe Rechengange eforderlich: Im ergen wird festgestdlt,
welche unabhéngigen Vaiablen inggnifikent in ihrer Beziehung zur abhdngigen Vaiadlen
snd. Diese werden fir die zweite Berechnung diminiert. In der zweten Berechnung werden
dann nur die Vaiablen engefihrt, die dch ds dgnifikant ewiesen haben. Be dieser
Neuberechnung ergeben sich Abweichungen in den Werten der Pfadkoeffizienten, da nun der
Einfluss der indgnifikanten Varidblen ausgeschdtet i, der bel der ersen Berechnung noch
von - wenn auch geringer - Bedeutung war.

Ba der multiplen Methode wird die Rehefolge vorher festgdegt. Dabel gibt es
wiederum zwe Mdoglichkeiten: Man kann ene Varigble nach der anderen in die Berechnung
enfihren; oder man fihrt de glechzatig en. Bede Vefaren lassen dch miteinander
kombinieren. Haufig werden die ersen zwe oder dreé unabhdngigen Vaiablen, die den
Wissenschaftler auf Grund saines theoretischen Ausgangsmoddls am mesen interessieren,
nacheinander eingefihrt, und die Ubrigen Varigblen werden dann gleichzetig eingeftinrt.



Weche der beiden Methoden vorgezogen wird, héngt von dem theoretischen
Ausgangamoddl ab. In den meden Fdlen snd die Vorgdlungen Uber die kausde
Reihenfolge der unabhéngigen Variablen so unvollstandig?, dass die schrittweise Methode
garaten erscheint. Da e Oft s0ll diese Rehenfolge durch die Pfadandyse Uberhaupt erst
begtimmt werden.
gch aer da Beech dar von mehreren Vaidblen eklaten Vaianz im algemenen
Uberschneidet (Abb. 4), empfienlt sch oft die Anwendung der multiplen Methode in einem
zweiten Rechengang. In diessm wird dam die Rehenfolge, die Sch ba der schrittweisen
Methode ergeben hat, fir die Variablen umgekehrt, fir die man den Uberschneidungsbereich
bestimmen will.

Die von zwei Vaiablen erklate Varianz it in Abbildung 4 graphisch dargestellt. a2 gibt die
inggesamt zu erklarende Varianz der abhangigen Variablen x5 (Abb. 2) wieder. b2 + c2
geben die inggesamt von den beiden unebhéngigen Vaiablen x3 und x4 eklate Vaianz

wieder. b2 sdlt die durch xg im schrittweisen Verfahren erklarte Varianz dar, wobei xg ds

ade Vaiable in die Rechnung eingefihit wurde c2 gellt die durch X4 Im schrittweisen
Verfahren erklarte Varianz dar, wobel x4 ds zwete Vaidble in die Rechnung eingefuhrt
wurde. ¢ (c + d) stdlt die durch x4 im multiplen Verfahren erklarte Varianz dar, wobei x4
ds erge Vaiable in die Rechnung eingefiihrt wurde. b2-cd stellt die durch x3 Im multiplen
Verfahren erklate Varianz dar, wobel x3 ds zwete Varidble in die Rechnung engefuhrt

wurde. & - (b2 + ¢2) gibt die Residuavarianz wieder. Die Prozentsitze sind fiktiv.

6 Oft soll die Reihenfolge durch die Pfadanalyse tiberhaupt erst bestimmt werden.
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1cnf = 1%

a =100%

b? + ¢ = 45%
b? = 36%
c®=9%
c(c+d)=21%
b’ —cd=24%
cd=12%

Abbildung 4
Gesamtvarianz einer abhéngigen Variablen und durch
zwei unabhangige Variablen erklarte Telvarianzen
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